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Abstract
We define graded Hopf algebras with bases labeled by various types of graphs and
hypergraphs, provided with natural embeddings into an algebra of polynomials in
infinitely many variables. These algebras are graded by the number of edges and
can be considered as generalizations of symmetric or quasi-symmetric functions.
Re´sume´
Nous de´finissons des alge`bres de Hopf dont les bases sont e´tiquete´es par di-
vers types de graphes et hypergraphes et les re´alisons comme sous-alge`bres d’une
alge`bre de polynoˆmes en une infinite´ de variables. Ces alge`bres sont gradue´es par le
nombre d’areˆtes et peuvent eˆtre conside´re´es comme des ge´ne´ralisations des fonctions
syme´triques ou quasi-syme´triques.
1 Introduction
On connaˆıt de nombreux exemples d’alge`bres de Hopf gradue´es dont les bases
sont indexe´es par des objets combinatoires [5,14,8,12]. La notion d’alge`bre de
Hopf combinatoire est utilise´e de manie`re informelle depuis quelques anne´es, et
certains auteurs ont propose´ de lui donner un sens pre´cis [1]. Si l’on adopte leur
de´finition, ce sont les alge`bres munies d’un homomorphisme vers l’alge`bre des
fonctions quasi-syme´triques. Dans la plupart des exemples connus, l’existence
de cet homomorphisme, qui peut paraˆıtre myste´rieuse si l’on s’en tient a` la
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de´finition abstraite de l’alge`bre (dont le produit et le coproduit ne sont souvent
de´finis que de manie`re re´cursive), s’explique simplement par une re´alisation
de l’alge`bre en termes de polynoˆmes (en variables commutatives ou non).
Nous nous proposons ici de construire diverses alge`bres de Hopf de graphes
directement munies de telles re´alisations.
Nous conside´rons des graphes e´tiquete´s ou non, oriente´s ou non, avec ou sans
boucles ou areˆtes multiples, ce qui donne de´ja` 16 alge`bres de Hopf commuta-
tives, mais non cocommutatives. Par dualite´, nous obtenons ensuite 16 alge`bres
non commutatives.
Il existe de´ja` de nombreux exemples d’alge`bres de Hopf construites sur divers
types de graphes (alge`bres d’incidence [14] ou de renormalisation [7,9]), mais
celles conside´re´es ici sont d’un type diffe´rent.
Nous employons les conventions suivantes pour de´signer ces alge`bres. Les
acronymes des alge`bres commutatives s’e´crivent en italiques. Par exemple,
Sym et QSym de´signent respectivement les fonctions syme´triques et les fonc-
tions quasi-syme´triques. Les acronymes des alge`bres non commutatives sont
en caracte`res gras. Ainsi, Sym, FQSym, MQSym correspondent respecti-
vement aux fonctions syme´triques non commutatives, aux fonctions quasi-
syme´triques libres, et aux fonctions quasi-syme´triques matricielles. Les noms
des alge`bres sont choisis en fonction du proce´de´ de construction. Dans ce
qui suit, les alge`bres commutatives apparaissent comme des ge´ne´ralisations
naturelles des fonctions quasi-syme´triques (graphes e´tiquete´s) ou des fonc-
tions syme´triques (graphes non e´tiquete´s). Elles seront respectivement note´es
GQSymv et GTSymv, v e´tant un vecteur boole´en indiquant les options rete-
nues (orientation, boucles, areˆtes multiples). Nous renvoyons le lecteur a` [2]
pour les autres notations.
Ce travail a be´ne´ficie´ du soutien du re´seau europe´en ACE (HPRN-CT-2001-
00272).
2 Graphes e´tiquete´s, oriente´s, avec boucles et areˆtes multiples
Les bases line´aires de l’alge`breGQSym111 sont indexe´es par les graphes e´tiquete´s,
oriente´s, avec boucles et areˆtes multiples, sans sommet isole´ (c’est-a`-dire,
n’appartenant a` aucune areˆte), les sommets e´tant nume´rote´s par des entiers
successifs 1, . . . , m. Un tel graphe G a` m sommets est donc de´crit par une
matrice d’adjacence A = (aij)
m
i,j=1 telle qu’il n’existe pas d’indice i ve´rifiant
aij = aji = 0 pour tout j.
Soient xij , i, j ≥ 1 des inde´termine´es. Au graphe G, nous associons la se´rie
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formelle
MG :=
∑
i1<...<im
m∏
j,k=1
x
ajk
ij ik
. (1)
Soit GQSym111 le sous-espace vectoriel de K[xij |i, j ≥ 1] engendre´ par lesMG,
ou` K est un corps de caracte´ristique ze´ro.
Un entier i ∈ [0, m] est une coupure admissible de G s’il n’y a aucune areˆte
entre les sommets de [1, i] et ceux de [i + 1, m]. Nous notons CG l’ensemble
des coupures admissibles de G.
Pour un sous-ensemble de sommets D ⊆ [1, m], nous de´signons par G|D la
restriction du graphe a` D, avec les sommets renume´rote´s de 1 a` d := |D| en
conservant leur ordre initial. Posons
∆MG :=
∑
i∈CG
MG|[1,i] ⊗MG|[i+1,m] . (2)
The´ore`me 2.1 (i) GQSym111 est une sous-alge`bre de K[xij |i, j ≥ 1]. Plus
pre´cise´ment, il existe des entiers cGG′,G′′ ∈ N tels que
MG′MG′′ =
∑
G
cGG′,G′′MG . (3)
(ii) Le coproduit ∆ est coassociatif et est un morphisme d’alge`bres.
Ainsi, GQSym111 est une alge`bre de Hopf gradue´e, le degre´ e´tant le nombre
total d’areˆtes. Les premie`res valeurs des dimensions dn = dimGQSym
111
n sont
1, 1, 3, 39, 819, 23949. On peut les exprimer par une se´rie infinie
dn =
∑
m≥0
1
2m+1
(
m2 + n− 1
n
)
(4)
ou comme un produit scalaire de fonctions syme´triques, dn = 〈 hn ◦ h11, H2n 〉,
ou` Hn est le terme de degre´ n dans la se´rie (1−
∑
k≥1 hk)
−1 et ou` f ◦ g de´signe
le ple´thysme de g par f (cf. [10]). Il existe des formules analogues pour les
autres alge`bres de graphes e´tiquete´s.
Il est clair que ∆ n’est pas cocommutatif. De fait, le dual (gradue´)
(
GQSym111
)∗
,
note´ GSym111, est une alge`bre libre. Soit SG = M∗G la base duale de MG.
Nous dirons qu’un graphe G est irre´ductible s’il n’a pas de coupure admissible
non triviale.
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The´ore`me 2.2 L’alge`bre duale GSym111 est l’alge`bre libre sur l’ensemble
{SG|G irre´ductible}.
Il est possible de munir GQSym111 de plusieurs structures d’alge`bre de Hopf
combinatoire, au sens de [1]. Cela revient a` se donner un morphisme de Hopf
de Sym vers le dual GSym111. Soit γ(n) le graphe forme´ de n boucles sur un
seul sommet (de matrice d’adjacence (n)1×1). Il est imme´diat que Sn 7→ S
γ(n)
est un morphisme d’alge`bres de Hopf. On obtient d’autres morphismes de
Hopf en remplac¸ant γ(n) par les graphes de matrices
(
0 n
0 0
)
ou
(
0 0
n 0
)
. Si l’on
note γ(p, q) le graphe de matrice
(
0 p
q 0
)
, l’application Sn 7→
∑
p+q=n S
γ(p,q) est
encore un morphisme de Hopf.
On remarquera que la spe´cialisation xij = xixj de´finit un morphisme d’alge`bres
de GQSym111 vers QSym, chaqueMG e´tant envoye´e sur uneMI , mais ce n’est
pas un morphisme de coge`bres.
3 Sous-bige`bres de GQSym111
Soit GQSym011 le sous-module de GQSym111 engendre´ par les MG telles que
la matrice d’adjacence de G soit syme´trique. Un tel graphe s’identifie natu-
rellement a` un graphe non oriente´. On de´finit de meˆme GQSym101 comme le
sous-module engendre´ par les MG telles que la matrice d’adjacence de G ait
une diagonale nulle (graphes sans boucles), et GQSym001 comme l’intersection
de GQSym011 et de GQSym101.
The´ore`me 3.1 GQSym011, GQSym101 et GQSym001 sont des sous-alge`bres
de Hopf de GQSym111.
On peut aussi de´finir des alge`bres GQSymab0 base´es sur des graphes sans areˆtes
multiples. On ne les obtient pas comme sous-alge`bres, mais comme quotients
de GQSym111.
4 Quotients de GQSym111
Soit G une collection de graphes irre´ductibles. Soit Gsup l’ensemble des graphes
dont une restriction G|D contient toutes les areˆtes d’au moins un e´le´ment
de G. Alors, les MG pour G ∈ G
sup forment une base d’un ide´al (gradue´)
I(G) de GQSym111. C’est e´galement un co¨ıde´al, de sorte que le quotient
GQSym111/I(G) est a` son tour une alge`bre de Hopf gradue´e. Ce quotient a
pour base les classes des MG, pour G 6∈ G
sup.
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On obtient les graphes sans areˆtes multiples en prenant pour G l’ensemble des
trois graphes {1⇒ 2}, {2⇒ 1} et {1⇒ 1}, respectivement forme´s d’une areˆte
double de 1 vers 2, d’une areˆte double de 2 vers 1 et d’une boucle double de 1
vers lui-meˆme. Il est facile de retrouver par ce proce´de´ les alge`bres associe´es
aux graphes sans boucles. On peut aussi obtenir des alge`bres associe´es aux
partitions non croise´es, aux foreˆts, aux multi-foreˆts et a` de nombreux autres
exemples.
5 Graphes non e´tiquete´s
Les constructions pre´ce´dentes s’adaptent au cas des graphes non e´tiquete´s.
Appelons support d’un graphe e´tiquete´ G, le graphe non e´tiquete´ sous-jacent
Γ, et notons Γ = supp(G).
The´ore`me 5.1 Les sommes
MΓ :=
∑
supp(G)=Γ
MG, (5)
ou` Γ parcourt l’une des classes de graphes non e´tiquete´s oriente´s ou non,
avec/sans boucles, avec/sans areˆtes multiples, forment une base d’une sous-
alge`bre de Hopf GTSymabc de GQSymabc.
Les dimensions des composantes homoge`nes de GTSymabc peuvent se calculer
au moyen des caracte`res du groupe syme´trique. Par exemple, la dimension de
GTSym111n est e´gale a` la multiplicite´ de la repre´sentation triviale de Sm dans
la ne puissance syme´trique de la repre´sentation de caracte´ristique h(m−2,1,1) +
h(m−1,1) pour tout m ≥ 2n. On obtient la suite A052171 de [15].
Les alge`bres de graphes sur un nombre fini n de sommets e´tudie´es pre´ce´demment
par le troisie`me auteur [13,16] (cf. aussi [6]) sont des quotients naturels de
GTSymabc, mais ne sont pas de Hopf.
Remarque 1 Les constructions pre´ce´dentes s’e´tendent mutatis-mutandis a` des
alge`bres associe´es aux hypergraphes k-homoge`nes, en prenant cette fois des
variables xi1,...,ik indexe´es par des k-uplets d’entiers.
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